Homogenni rovnice
Resime rovnici

Yy + Cooy D 4 Gy + Gy + Goy =0.



Homogenni rovnice
Resime rovnici
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Homogenni rovnice
Resime rovnici
Yy 4+ Gy 4+ Gy + Gy + Goy = 0.
Definujeme charakteristicky polynom
pPA) = A"+ C A" L OGN+ G G

Charakteristicky polynom rozlozime na soucin korenovych Ciniteld:
> realné koreny — (\ — a)k
» komplexni koreny — (A — b)¥(\ — b)¥



Homogenni rovnice
Resime rovnici
Yy 4+ Gy 4+ Gy + Gy + Goy = 0.
Definujeme charakteristicky polynom
pPA) = A"+ C A" L OGN+ G G

Charakteristicky polynom rozlozime na soucin korenovych Ciniteld:
> realné koreny — (\ — a)k
» komplexni koreny — (A — b)¥(\ — b)¥

Najdeme fundamentalni systém reSeni:

> (A —a)k = {e™, xe?, ... xk"le>}
Cvky k. {cos(Bx)e™, x cos(Bx)e, ..., xk71 cos(Bx)e™,
> (A=D) (A=b)" sin(Bx)e™, xsin(Bx)e™, ..., x*"Lsin(Bx)e**},

kde b =a + Bi (b= a — Bi).



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)
— {eX, >} — y = Ae* + Be*



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)
_>{ex,e2x}_>y:Aex_|_Be2x

y' +6y +9y=0—)\2+6\+9=(\+3)>



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)
_>{ex,e2x}_>y:Aex_|_Be2x

y' +6y +9y=0—)\2+6\+9=(\+3)>
— {e™¥,xe™3*} — y = Ae™3* 4 Bxe ¥



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)
_>{ex,e2x}_>y:Aex_|_Be2x

y' +6y +9y=0—)\2+6\+9=(\+3)>
— {e™¥,xe™3*} — y = Ae™3* 4 Bxe ¥

Y +3y=0— X +3=(\—V3i)(\+3)



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)
_>{ex7e2x}_>y:Aex_|_Be2x

y' +6y +9y=0—)\2+6\+9=(\+3)>
— {e™¥,xe™3*} — y = Ae™3* 4 Bxe ¥

Y +3y=0— X +3=(\—V3i)(\+3)
— {cos(v/3x),sin(v/3x)} — y = A cos(v/3x) + Bsin(v/3x)



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)
_>{ex7e2x}_>y:Aex_|_Be2x

y' +6y +9y=0—)\2+6\+9=(\+3)>
— {e™¥,xe™3*} — y = Ae™3* 4 Bxe ¥

Y +3y=0— X +3=(\—V3i)(\+3)
— {cos(v/3x),sin(v/3x)} — y = A cos(v/3x) + Bsin(v/3x)

y" +8y" + 16y =0 — \* +8)\% + 16 = (A — 2i)%(\ + 2i)?



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)
_>{ex7e2x}_>y:Aex_|_Be2x

y' +6y +9y=0—)\2+6\+9=(\+3)>
— {e™¥,xe™3*} — y = Ae™3* 4 Bxe ¥

Y +3y=0— X +3=(\—V3i)(\+3)
— {cos(v/3x),sin(v/3x)} — y = A cos(v/3x) + Bsin(v/3x)

y" +8y" + 16y =0 — \* +8)\% + 16 = (A — 2i)%(\ + 2i)?
— {cos(2x), x cos(2x), sin(2x), x sin(2x)}



Homogenni rovnice - priklady

Y =3y +2y=0—- X -3\+2=(1-1)(A-2)
_>{ex7e2x}_>y:Aex_|_Be2x

y' +6y +9y=0—)\2+6\+9=(\+3)>
— {e™¥,xe™3*} — y = Ae™3* 4 Bxe ¥

Y +3y=0— X +3=(\—V3i)(\+3)
— {cos(v/3x),sin(v/3x)} — y = A cos(v/3x) + Bsin(v/3x)

y" +8y" + 16y =0 — \* +8)\% + 16 = (A — 2i)%(\ + 2i)?
— {cos(2x), x cos(2x), sin(2x), x sin(2x)}
— y = A cos(2x) + Bx cos(2x) + Csin(2x) + Dxsin(2x)



Homogenni rovnice - priklady

y(5) _ 6y(4) =+ lzy/// _ 8y// =0



Homogenni rovnice - priklady

y(5) _ 6y(4) + 12y/// _ 8y// =0
— A5 —6A* 4+ 1203 —8A2 = A2(\ — 2)3



Homogenni rovnice - priklady

y(5) _ 6y(4) + 12y/// _ 8y// =0
— A5 - 6A* + 1203 —8A2 = A2 (A —2)3
— {1, x, €2, xe**, x>e>*}



Homogenni rovnice - priklady

y(5) _ 6y(4) + 12y/// _ 8y// =0
— A5 - 6A* + 1203 —8A2 = A2 (A —2)3
— {1, x, €2, xe**, x>e>*}

—y = A + Bx + Ce* 4 Dxe* + Ex?e**



Homogenni rovnice - priklady

y(5) _ 6y(4) + 12y/// _ 8y// =0
— A5 - 6A* + 1203 —8A2 = A2 (A —2)3
— {1, x, €2, xe**, x>e>*}

—y = A + Bx + Ce* 4 Dxe* + Ex?e**

y/// _ y// _ 3y/ + 27y -0



Homogenni rovnice - priklady

y(5) _ 6y(4) + 12y/// _ 8y// =0
— A5 - 6A* + 1203 —8A2 = A2 (A —2)3
— {1, x, €2, xe**, x>e>*}

—y = A + Bx + Ce* 4 Dxe* + Ex?e**

y/// _ y// _ 3y/ + 27y — 0
A= A2 3N+ 27 = (A= 2+ V5i))(A— (2 — V5i))(A +3)



Homogenni rovnice - priklady

y(5) _ 6y(4) + 12y/// _ 8y// =0
— A5 - 6A* + 1203 —8A2 = A2 (A —2)3
— {1, x, €2, xe**, x>e>*}

—y = A + Bx + Ce* 4 Dxe* + Ex?e**

y/// _ y// _ 3y/ + 27y — 0
A= A2 3N+ 27 = (A= 2+ V5i))(A— (2 — V5i))(A +3)
— {cos(v/5x)e?*, sin(v/5x)e?*, e3*}



Homogenni rovnice - priklady

y(5) _ 6y(4) + 12y/// _ 8y// =0
— A5 - 6A* + 1203 —8A2 = A2 (A —2)3
— {1, x, €2, xe**, x>e>*}

—y = A + Bx + Ce* 4 Dxe* + Ex?e**

y" —y" -3y +27y =0

= A=A —3A+27= (A= (2+VEi)(A = (2 —V5i)(A+3)
— {cos(v/5x)e?*, sin(v/5x)e?*, e3*}

— y = A cos(v/5x)e* + Bsin(v/5x)e? + Ce 3



Nehomogenni rovnice

Resime rovnici

YO 4 Cooay V) 4 Gy + Gy + Goy = F(x).



Nehomogenni rovnice

Resime rovnici
Y+ Gy 4 Gy 4 Gy + Goy = f(x).
Obecné reseni nehomogenni rovnice |ze vyjadrit ve tvaru

Y =Yp Tt Yn

kde
> ¥, je n&jaké reSeni nehomogenni rovnice,

> yp je obecné feSeni homogenni rovnice.



Nehomogenni rovnice

Resime rovnici
Y+ Gy 4 Gy 4 Gy + Goy = f(x).
Obecné reseni nehomogenni rovnice |ze vyjadrit ve tvaru

Y =Yp Tt Yn

kde
> ¥, je n&jaké reSeni nehomogenni rovnice,

> yp je obecné feSeni homogenni rovnice.

Na nalezeni y, mame dvé zakladni metody, metodu specialni pravé strany
a metodu variace konstant.



Specialni prava strana

Hledame né&jaké feSeni rovnice
y(") + Cn_ly("*l) +-+ Gy"+ Gy + Gy = f(x).
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar

f(x) = P(x) cos(8x)e™™ + Q(x)sin(8x)e™,

kde P a Q jsou polynomy.



Speciélni prava strana

Hledame né&jaké feSeni rovnice
Yy £ Gy ) 4 Gy + Gy + Gy = f(x).
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(Bx)e™ + Q(x)sin(8x)e™,
kde P a Q jsou polynomy.
¥p pak hledame ve tvaru
¥p(x) = x*R(x) cos(Bx)e™ + x*S(x) sin(Bx)e™*,

kde deg R,deg S < max(deg P,deg Q) a k je ndsobnost kofene o+ 3i v
odpovidajicim charakteristickém polynomu.



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame néjaké reseni rovnice y”' — 3y’ + 2y = xe™*.



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame néjaké reseni rovnice y”' — 3y’ + 2y = xe™*.

p(A) = (A — 1)(X — 2) a specialni tvar odpovida

a=-1, =0, P(x)=x, Q(x)=0.



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame néjaké reseni rovnice y”' — 3y’ + 2y = xe™*.

p(A) = (A — 1)(X — 2) a specialni tvar odpovida
a=-1, =0, P(x)=x, Q(x)=0.
Pro ovéreni:

x-cos(0-x)e ™ 4 0-sin(0- x)e ¥ = xe™*.



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame néjaké reseni rovnice y”' — 3y’ + 2y = xe™*.

p(A) = (A — 1)(X — 2) a specialni tvar odpovida
a=-1, =0, P(x)=x, Q(x)=0.
Pro ovéreni:
x-cos(0-x)e ™ 4 0-sin(0- x)e ¥ = xe™*.
Dale —1+0-/ = —1 neni kofenem charakteristického polynomu.
ReSeni tedy hledame ve tvaru

(Ax + B)e ™ = x°(Ax + B) cos(0 - x)e +* + x°(Cx + D) sin(0 - x)e 1™



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y"’ + 4y” + 4y’ = (x + 3)e~2x.



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.
Hledame né&jaké Feseni rovnice y"’ + 4y” + 4y’ = (x + 3)e~2x.
p(A) = AM(\ + 2)? a speciélni tvar odpovida

a=-2, =0, P(x)=x+3, Q(x)=0.



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.
Hledame né&jaké Feseni rovnice y"’ + 4y” + 4y’ = (x + 3)e~2x.
p(A) = AM(\ + 2)? a speciélni tvar odpovida
a=-2, =0, P(x)=x+3, Q(x)=0.
Pro ovéreni:

(x +3)-cos(0- x)e™ 2% +0-sin(0 - x)e 2 = (x + 3)e 2.



Speciélni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.
Hledame né&jaké Feseni rovnice y"’ + 4y” + 4y’ = (x + 3)e~2x.
p(A) = AM(\ + 2)? a speciélni tvar odpovida
a=-2, =0, P(x)=x+3, Q(x)=0.
Pro ovéreni:
(x +3)-cos(0- x)e™ 2% +0-sin(0 - x)e 2 = (x + 3)e 2.
Dale —2 je korenem charakteristického polynomu nasobnosti 2.

Reseni tedy hledame ve tvaru

(Ax® 4+ Bx?)e > = x?(Ax+B) cos(0-x)e 2> +x*(Cx+ D) sin(0-x)e 2



Specialni prava strana - priklady

Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(Bx)e™ + Q(x) sin(Bx)e™*.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y”’ + 9y = sin(3x)e% .



Specialni prava strana - priklady

Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(Bx)e™ + Q(x) sin(Bx)e™*.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y”’ + 9y = sin(3x)e% .

p(A) = (A —3i)(A + 3i) a specialni tvar odpovida

a=5 =3 Px)=0, Q(x)=1.



Specialni prava strana - priklady

Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(Bx)e™ + Q(x) sin(Bx)e™*.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y”’ + 9y = sin(3x)e% .

p(A) = (A —3i)(A + 3i) a specialni tvar odpovida
a=5 =3 Px)=0, Q(x)=1.
Pro ovéreni:

0-cos(3-x)e®™ +1-sin(3- x)e*™ = sin(3x)e>.



Specialni prava strana - priklady

Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar
f(x) = P(x) cos(Bx)e™ + Q(x) sin(Bx)e™*.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y”’ + 9y = sin(3x)e% .

p(A) = (A —3i)(A + 3i) a specialni tvar odpovida
a=5 =3 Px)=0, Q(x)=1.
Pro ovéreni:
0-cos(3-x)e®™ +1-sin(3- x)e*™ = sin(3x)e>.
Dale 5 + 3/ neni kofenem charakteristického polynomu.
ReSeni tedy hledame ve tvaru

Acos(3x)e> + Bsin(3x)e>™.



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar

f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y” + 9y = x?sin(3x).



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar

f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y” + 9y = x?sin(3x).

p(A) = (A= 3i)(\ + 3i) a specialni tvar odpovid4

a=0, =3, Pkx)=0, Q(x)=x%



Specialni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar

f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y” + 9y = x?sin(3x).

p(A) = (A= 3i)(\ + 3i) a specialni tvar odpovid4
a=0, B=3 PKx)=0, Q(x)=x2
Pro ovérent:

0-cos(3-x)e® + x? -sin(3 - x)e®* = x?sin(3x).



Speciélni prava strana - priklady
Predpokladame, ze f ma (specialni) tvar

f(x) = P(x) cos(8x)e™ + Q(x) sin(Bx)e™.

Hledame né&jaké Feseni rovnice y” + 9y = x?sin(3x).

p(A) = (A= 3i)(\ + 3i) a specialni tvar odpovid4
a=0, B=3 PKx)=0, Q(x)=x2
Pro ovérent:

0-cos(3-x)e® + x? -sin(3 - x)e®* = x?sin(3x).

Dale 3/ je korenem charakteristického polynomu nasobnosti 1.
Reseni tedy hleddme ve tvaru

(Ax® + Bx® + Cx) cos(3x) + (Dx® + Ex? 4 Fx)sin(3x)
= x}(Ax® + Bx + C) cos(3 - x)e®* + x!(Dx? + Ex + F)sin(3 - x)e®™.



Specialni prava strana - priklady

Hledame obecné feseni rovnice y*) 4 4y” = x? — 1 4 3cos(x).



Specialni prava strana - priklady
Hledame obecné feseni rovnice y*) 4 4y” = x? — 1 4 3cos(x).

Nejprve fesime homogenni rovnici y*) + 4y” = 0.
Charaktericticky polynom: p(\) = A* + 44X = A\2(\ — 2/)(\ + 2i)
Fundamentalni systém: {1, x, sin(2x), cos(2x)}

Obecné reseni homogenni rovnice:
yn(x) = A+ Bx+ Csin(2x) + Dcos(2x), xe€R, A/B,C,DeR.



Specialni prava strana - priklady
Hleddme obecné feseni rovnice y™*) +4y” = x2 — 1 4+ 3 cos(x).
Nejprve fesime homogenni rovnici y*) + 4y” = 0.
Charaktericticky polynom: p(\) = A* + 44X = A\2(\ — 2/)(\ + 2i)
Fundamentalni systém: {1, x, sin(2x), cos(2x)}

Obecné reseni homogenni rovnice:
yn(x) = A+ Bx+ Csin(2x) + Dcos(2x), xe€R, A/B,C,DeR.

Prava strana neni ve specidlnim tvaru, ale mzeme feSit dvé rovnice
y® 4 4y" = 3cos(x)

y(4) +4y// _ X2 -1

Obé uz pravou stranu ve specidlnim tvaru maji. Pokud y, 1 je feSenim
prvni rovcnice a y, » feSenim druhé, potom y, 1 + y, 2 je feSenim rovnice
pavodni (to je disledek linearity).



Specialni prava strana - priklady
Hledame né&jaké feseni rovnice y*) + 4y” = 3 cos(x).
Charaktericticky polynom: A2(X — 2i)(\ + 2i)
Prava stana odpovida hodnotam o =0, =1, P(x) =3, Q(x) =0.



Specialni prava strana - priklady
Hledame né&jaké feseni rovnice y*) + 4y” = 3 cos(x).
Charaktericticky polynom: A2(X — 2i)(\ + 2i)
Prava stana odpovida hodnotam o =0, =1, P(x) =3, Q(x) =0.

Partikularni feseni tedy hledame ve tvaru y, 1(x) = Acos(x) + Bsin(x).



Specialni prava strana - priklady

Hledame né&jaké feseni rovnice y*) + 4y” = 3 cos(x).

Charaktericticky polynom: A2(X — 2i)(\ + 2i)
Prava stana odpovida hodnotam o =0, =1, P(x) =3, Q(x) =0.
Partikularni feseni tedy hledame ve tvaru y, 1(x) = Acos(x) + Bsin(x).
Méame
Yp1(x) = —Acos(x) — Bsin(x),
yi()f‘l)(x) = Acos(x) + Bsin(x),
y[()f‘l)(x) + 4y, 1(x) = Acos(x) + Bsin(x) — 4Acos(x) — 4Bsin(x)
= —3Acos(x) — 3Bsin(x)



Speciélni prava strana - priklady
Hledame né&jaké feseni rovnice y*) + 4y” = 3 cos(x).
Charaktericticky polynom: A2(X — 2i)(\ + 2i)
Prava stana odpovida hodnotam o =0, =1, P(x) =3, Q(x) =0.
Partikularni feseni tedy hledame ve tvaru y, 1(x) = Acos(x) + Bsin(x).
Méame
Yp1(x) = —Acos(x) — Bsin(x),
yi(fl)(x) = Acos(x) + Bsin(x),
y[()f‘l)(x) + 4y, 1(x) = Acos(x) + Bsin(x) — 4Acos(x) — 4Bsin(x)
= —3Acos(x) — 3Bsin(x)

Porovnanim s pravou stanou dostavame
—3Acos(x) — 3Bsin(x) = 3cos(x) = —-3A=3, -3B=0.

Tedy A= -1, B=0 cozdava y,1(x)= —cos(x).



Specialni prava strana - priklady
Hledame néjaké feseni rovnice y*) + 4y” = x* — 1.
Charaktericticky polynom: A2(X — 2i)(\ + 2i)

Prava stana odpovida hodnotam
a=0,8=0, P(x)=x>-1, Q(x)=0.



Specialni prava strana - priklady
Hledame néjaké feseni rovnice y*) + 4y” = x* — 1.
Charaktericticky polynom: A2(X — 2i)(\ + 2i)

Prava stana odpovida hodnotam
a=0,8=0, P(x)=x>-1, Q(x)=0.

Partikularni FeSeni tedy hledame ve tvaru y,»(x) = Ax* + Bx® + Cx2.



Specialni prava strana - priklady
Hledame néjaké feseni rovnice y*) + 4y” = x* — 1.
Charaktericticky polynom: A2(X — 2i)(\ + 2i)

Prava stana odpovida hodnotam
a=0,8=0, P(x)=x>-1, Q(x)=0.

Partikularni FeSeni tedy hledame ve tvaru y,»(x) = Ax* + Bx® + Cx2.

Méame
yio(x) = 12Ax* + 6Bx + 2C,

Y (x) = 24A,
y{(x) + 4y21(x) = 28A + 48AX® + 24Bx + 8C



Speciélni prava strana - priklady
Hledame néjaké feseni rovnice y*) + 4y” = x* — 1.
Charaktericticky polynom: A2(X — 2i)(\ + 2i)

Prava stana odpovida hodnotam
a=0,8=0, P(x)=x2-1, Q(x) =

Partikularni FeSeni tedy hledame ve tvaru y,»(x) = Ax* + Bx® + Cx2.

Méame
yio(x) = 12Ax* + 6Bx + 2C,

4
y9(x) = 244,
y{(x) + 4y21(x) = 28A + 48AX® + 24Bx + 8C
Porovnanim s pravou stanou dostavame

48Ax> +24Bx +24A+8C =x>—1
— 48A=1,24B =0, 24A+8C = —1

1 3 Ty x4 3x2
A=—, B=0, C= 16 coz dava  y,o(x) = IR



Specialni prava strana - priklady
Hledame néjaké feseni rovnice y*) + 4y” = x* — 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:
yh(x) = A+ Bx + Csin(2x) + Dcos(2x), xe€R, A,B,C,DeR.



Specialni prava strana - priklady
Hledame néjaké feseni rovnice y*) + 4y” = x* — 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:
yh(x) = A+ Bx + Csin(2x) + Dcos(2x), xe€R, A,B,C,DeR.

Partikularni reseni

Yp.1(x) = — cos(x),
SN
Yp2X) = 28 7 16

x*  3x2

$0(x) = Ypa () + Ypalx) = = cos(x) + 52 = e
Obecné reseni ma tedy tvar

4 2
y(x) = Yp(X)+yh(X) = — COS(X)—F%—%—FA—FBX—FCSin(2X)—|—D COS(2X),

xeR, A B,C,DeR.



Variace konstant - rovnice 1. radu

Nejprve se podivejme na obecnou linearni rovnici 1. stupné, tj. rovnici

Y + a(x)y = b(x).



Variace konstant - rovnice 1. radu
Nejprve se podivejme na obecnou linearni rovnici 1. stupné, tj. rovnici
Y +a(x)y = b(x).

Obecné feseni prislusné homogenni rovnice je yu(x) = Ce="*), kde A(x)
je néjaka primitivni funkce k a(x) a C € R je konstanta.



Variace konstant - rovnice 1. radu
Nejprve se podivejme na obecnou linearni rovnici 1. stupné, tj. rovnici
Y +a(x)y = b(x).

Obecné feseni prislusné homogenni rovnice je yu(x) = Ce="*), kde A(x)
je néjaka primitivni funkce k a(x) a C € R je konstanta.

Pro ovéreni y}(x) + a(x)yn(x) = —a(x) Ce ) + a(x)Ce ™) = 0.



Variace konstant - rovnice 1. radu
Nejprve se podivejme na obecnou linearni rovnici 1. stupné, tj. rovnici
Y +a(x)y = b(x).

Obecné feseni prislusné homogenni rovnice je yu(x) = Ce="*), kde A(x)
je néjaka primitivni funkce k a(x) a C € R je konstanta.

Pro ovéreni y}(x) + a(x)yn(x) = —a(x) Ce ) + a(x)Ce ™) = 0.

Pfi variaci konstant preménime konstantu C na funkci C(x) a hledame
partikularni feSeni ve tvaru y,(x) = C(x)e*A(X).



Variace konstant - rovnice 1. radu
Nejprve se podivejme na obecnou linearni rovnici 1. stupné, tj. rovnici
Y +a(x)y = b(x).

Obecné feseni prislusné homogenni rovnice je yu(x) = Ce="*), kde A(x)
je néjaka primitivni funkce k a(x) a C € R je konstanta.

Pro ovéreni y}(x) + a(x)yn(x) = —a(x) Ce ) + a(x)Ce ™) = 0.

Pfi variaci konstant preménime konstantu C na funkci C(x) a hledame
partikularni feSeni ve tvaru y,(x) = C(x)e*A(X).

Jednoduché derivovani dava y/(x) = C'(x)e=A) — C(x)a(x)e AKX
Tedy

A C(x) = fb(x)eA(X) dx (= B(x)).
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Resme rovnici y” + 3y’ + 2y = Ve + 1.
Nejprve fesime homogenni rovnici y” 4 3y’ +2y = 0.
Charaktericticky polynom: p(A\) = A2 + 3\ +2 = (A +2)(A + 1)

Fundamentalni systém: {e=2% e =%}



~~s ~s

Resme rovnici y” 4 3y’ + 2y = \/eX + 1.

Nejprve fesime homogenni rovnici y” 4 3y’ +2y = 0.
Charaktericticky polynom: p(A\) = A2 + 3\ +2 = (A +2)(A + 1)
Fundamentalni systém: {e=2% e =%}

Obecné feseni homogenni rovnice:

yh(x) = Ae=> + Be ™, x€R, ABeR.

Partikularni reseni budeme hledat ve tvaru

Yp(x) = C(x)e™* + D(x)e™™.
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Resme rovnici y” 4 3y’ + 2y = \/eX + 1.

Nejprve fesime homogenni rovnici y” 4 3y’ +2y = 0.
Charaktericticky polynom: p(A\) = A2 + 3\ +2 = (A +2)(A + 1)
Fundamentalni systém: {e=2% e =%}

Obecné feseni homogenni rovnice:

yh(x) = Ae=> + Be ™, x€R, ABeR.

Partikularni reseni budeme hledat ve tvaru

Yp(x) = C(x)e™* + D(x)e™™.



~~s ~s

Resme rovnici y” 4 3y’ + 2y = \/eX + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:
yn(x) = Ae™> + Be™, xeR, ABeR.

Partikularni feSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e ™.
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Resme rovnici y” + 3y’ +2y = /X + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:

yn(x) = Ae™> + Be™, xeR, ABeR.

Partikularni feSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e ™.

Plati y,(x) = C'(x)e 2" — 2C(x)e?* + D'(x)e > — D(x)e ™.



~~s ~s

Resme rovnici y” + 3y’ +2y = /X + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:
yn(x) = Ae™> + Be™, xeR, ABeR.

Partikularni feSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e ™.
Plati y,(x) = C'(x)e 2" — 2C(x)e?* + D'(x)e > — D(x)e ™.
Trik: polozime C'(x)e™2* + D’(x)e™ = 0.



~~s ~s

Resme rovnici y” + 3y’ +2y = /X + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:

yh(x) = Ae™> + Be ™™, x€R, A BER.

Partikularni feSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e ™.
Plati y,(x) = C'(x)e 2" — 2C(x)e?* + D'(x)e > — D(x)e ™.
Trik: polozime C'(x)e™2* + D’(x)e™ = 0.

To dava y/(x) = —2C(x)e™ > — D(x)e ™

ay)(x)=—-2C"(x)e™> +4C(x)e™>* — D'(x)e™* 4 D(x)e™™.



~~s ~s

Resme rovnici y” + 3y’ +2y = /X + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:
yh(x) = Ae™> + Be ™™, x€R, A BER.

Partikularni feSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e ™.

Plati y,(x) = C'(x)e 2" — 2C(x)e?* + D'(x)e > — D(x)e ™.
Trik: polozime C'(x)e™2* + D’(x)e™ = 0.
To dava y/(x) = —2C(x)e™ > — D(x)e ™
ay)(x)=—-2C"(x)e™> +4C(x)e™>* — D'(x)e™* 4 D(x)e™™.
Tedy
Ve T =y (x) + 3y, (x) + 205(x)
= —2C'(x)e > +4C(x)e™ > — D'(x)e *+D(x)e™™
—6C(x)e">—3D(x)e *+2C(x)e **+2D(x)e ™~
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Resme rovnici y” + 3y’ +2y = /X + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:
yn(x) = Ae™> + Be™, xeR, ABeR.

Partikularni feSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e ™.

Plati y,(x) = C'(x)e 2 — 2C(x)e?* + D'(x)e™* — D(x)e ™.
Trik: polozime C’'(x)e™2* + D'(x)e > = 0.
To dava y/(x) = —2C(x)e™ > — D(x)e ™
ayl(x)= —2C'(x)e ¥ + 4C(x)e™> — D'(x)e™ + D(x)e™™.
Tedy
Ve + 1=y (x) + 3yp(x) + 2yp(x)
= —2C'(x)e > +4C(x)e > — D'(x)e™
—6C(x)e % 12C(x)e 2

X
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Resme rovnici y” + 3y’ +2y = /X + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:
yn(x) = Ae™> + Be™, xeR, ABeR.

Partikularni feSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e ™.

Plati y,(x) = C'(x)e 2 — 2C(x)e?* + D'(x)e™* — D(x)e ™.
Trik: polozime C’'(x)e™2* + D'(x)e > = 0.
To dava y/(x) = —2C(x)e™ > — D(x)e ™
ayl(x)= —2C'(x)e ¥ + 4C(x)e™> — D'(x)e™ + D(x)e™™.
Tedy
Vex+1= ¥y (x) 4 3y, (x) 4 2y,(x)
= —2C'(x)e > +4C(x)e > — D'(x)e™
—6C(x)e ¥ +2C(x)e
= —2C'(x)e"> — D'(x)e™™

X
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Resme rovnici y” + 3y’ + 2y = veX + 1.

Obecné feseni homogenni rovnice:
yh(x) = Ae=> + Be ™, x € R, A,B € R.

Partikularni FeSeni hleddme ve tvaru y,(x) = C(x)e™2* + D(x)e .
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Resme rovnici y” + 3y’ + 2y = veX + 1.
Obecné feseni homogenni rovnice:

yh(x) = Ae=> + Be ™, x € R, A,B € R.

Partikularni FeSeni hleddme ve tvaru y,(x) = C(x)e™2* + D(x)e .
Plati
C'(x)e >+ D'(x)e ™ =0,

—2C'(x)e™> — D'(x)e ™ = Vex +1.
Coz ddva —C'(x)e > =/eX+1a D'(x)e ™ = VeX + 1.
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Resme rovnici y” + 3y’ + 2y = veX + 1.
Obecné feseni homogenni rovnice:

yh(x) = Ae=> + Be ™, x € R, A,B € R.

Partikularni FeSeni hleddme ve tvaru y,(x) = C(x)e™2* + D(x)e .
Plati
C'(x)e >+ D'(x)e ™ =0,

—2C'(x)e™> — D'(x)e ™ = Vex +1.
Coz ddva —C'(x)e > =/eX+1a D'(x)e ™ = VeX + 1.

:—/(t—l)\/fdt

2 s 2
:f/ft% +t: dtéfg(eXJrl)f +§(ex+1)%.

t=e+1

2x X _
_/e veX+1dx = dt — e dx




~~s ~s

Resme rovnici y” + 3y’ + 2y = veX + 1.
Obecné feseni homogenni rovnice:

yh(x) = Ae=> + Be ™, x € R, A,B € R.

Partikularni FeSeni hleddme ve tvaru y,(x) = C(x)e™2* + D(x)e .
Plati
C'(x)e >+ D'(x)e ™ =0,

—2C'(x)e™> — D'(x)e ™ = Vex +1.
Coz ddva —C'(x)e > =/eX+1a D'(x)e ™ = VeX + 1.

:—/(t—l)\/fdt

2 s 2
:f/ft% +t: dtéfg(eXJrl)f +§(ex+1)%.

t=e+1

2x X _
_/e veX+1dx = dt — e dx

t=e+1 3
dt = e* dx

/eX\/eX—i—ldx: (e +1)=.

z/\/fdté




~~s ~s

Resme rovnici y” 4 3y’ + 2y = \/eX + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:
yh(x) = Ae=> + Be ™, x € R, A,B € R.

Partikularni reSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e*,

2 2
Spocitali jsme C(x) = —g(ex +1)% + g(ex +1)

3
2

b

D(x) = %(ex—i-l)%.



~~s ~s

Resme rovnici y” 4 3y’ + 2y = \/eX + 1.

Obecné reseni homogenni rovnice:

ya(x) = Ae~2 + Be*, x € R, A, B € R.

Partikularni reSeni hledame ve tvaru y,(x) = C(x)e™>* + D(x)e*,

2 2 2
Spogitali jsme C(x) = —g(eX+1)% +§(eX+1)%, D(x) = 5(eX+1)%.

Obecné reseni nehomogenni rovnice ma tedy tvar:

2 5 2
y(x) = ,g(ex +1)2e > ¢ g(ex + 1)%(e72x +e )+ Ae > 4 Be ™

2 2
—g(ex +1)2e 2 4 g(ex F1)3(1+e¥)e > + Ae 2 + Be ™™
4 5
1—5(ex +1)2e X 4 Ae™> 4 Be ¥,

kde x e Ra A, BeR.



